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Abstract— Perbedaan antara quaternion 
dengan bilangan kompleks terletak pada 
bagian imajiner.  Sehingga untuk 
merepresentasikan suatu bilangan quaternion 
dapat dilakukan dengan menggunakan 
bilangan imajiner. Pada peper ini, 
diperkenalkan kombinasi bilangan kompleks 
dalam merepresentasikan bilangan quaternion, 
strukturnya dalam bentuk matriks 𝟐 × 𝟐. 
Beberapa sifat telah dibuktikan pada paper ini 
termasuk juga perkalian dua bilangan 
quaternion. 
 
Kata Kunci— Bilangan Kompleks, Bilangan 
Quaternion 
I. PENDAHULUAN 
Quaternion meruapakan  perluasan dari 
bilangan kompleks dengan tiga bagian imajiner 
yang saling berkombinasi linear. Ketiga bilangan 
imanjiner tersebut jika dinyatakan dalam bentuk 
perkalian antara satu dengan yang lain maka 
terdapat satu sifat yang tidak terpenuhi dari sifat-
sifat lapangan (field) yaitu sifat komutatif. Hal ini 
disebabkan karena aturan yang diberikan oleh 
W.R Hamilton yang menyatakan bahwa perkalian 
antar unit quaternion tidak berlaku sifat komutatif 
yang dalam hal ini 𝑖𝑗 ≠ 𝑗𝑖, 𝑖𝑘 ≠ 𝑘𝑖, 𝑘𝑗 ≠ 𝑗𝑘. 
Istilah lain yang dapat dikatakan pada bilangan 
quaternion adalah sifat nonkomutatif 
quaternion(Mawardi Bahri, An uncertainty 
principle for quaternion fourier transform., 2008). 
Berdasarkan sifat nonkomutatif 
quaternion, sehingga pengkajian mengenai 
bilangan quaternion, menjadi suatu yang menarik 
untuk dilakukan. Beberapa penelitian yang 
sebelumnya yang berkaitan dengan quaternion 
yaitu quaternion dan sifat-sifatnya (Irwan., 2017), 
representasi quaternion menggunakan C-Fair, 
Quaternion dan aplikasinya, transformasi Fourier 
dan transformasi Fourier quaternion(Irwan Muh, 
2017), dan lain sebagainya. 
 
Himpunanbilangan quaternion 
dituliskandengansimbolℍ sebagai penghargaan 
bagi Sir William Roman Hamilton, dimana 
elemen-elemen dari  bilangan quaternion 
merupakan kombinasi linear dari bilangan skalar 
riil dan tiga bagian (Mawardi Bahri, Convolution 
theorems for quaternion Fourier transform,, 
2013)imajiner   𝒊, 𝒋dan𝒌yang dituliskan sebagai 
[1,2,3], 
ℍ = {𝑞 = 𝑞0 + 𝒊𝑞1 + 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3| 
𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ ℝ}. 
( 1 ) 
 
Jika𝑞2 dan 𝑞3bernilai nol maka persamaan (1) 
merupakan suatu bilangan kompleks. Sedangkan 
jika 𝑞0 = 𝑞1 =  𝑞2 =  𝑞3 = 0, maka 
persamaan(1) merupakan  elemen identitas 
penjumlahan quaternion. Jika 𝑞0 = 1, 𝑞1 = 𝑞2 =
𝑞3 = 0 maka persamaan(1) disebut elemen 
identitas perkalian quaternion(Morais, 2012). 
Selanjutnya, persamaan (1) dapat dituliskan 
menjadi 
𝑞 = 𝑆𝑐(𝑞) + 𝒒,  ( 2 ) 
Dalamhalini𝑆𝑐(𝑞) = 𝑞0 adalah bagian 
skalardari𝑞, dan 𝒒 = 𝒊𝑞1 + 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3sebagai 
bagian vektor (vector part)dari𝑞 [4]. 
Perkalianelemen-elemendari suatu bilangan 
quaternion berdasarkanaturan Hamilton 
dapatdituliskansebagai(Mawardi Bahri, 
Convolution theorems for quaternion Fourier 
transform,, 2013) 
𝒊2 = 𝒋2 = 𝒌2 = 𝒊𝒋𝒌 = −1. 
𝒋𝒌 = −𝒌𝒋 = 𝒊, 
𝒊𝒋 = −𝒋𝒊 = 𝒌 




urangansukubanyak.(Todd, 2014) Jika𝑝, 𝑞 ∈ ℍ 
dengan 𝑝 = 𝑝0 + 𝒊𝑝1 + 𝒋𝑝2 + 𝒌𝑝3 dan 𝑞 = 𝑞0 +
𝒊𝑞1 + 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3  dimana 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 
𝑞3 ∈ ℝ maka 
𝑝 + 𝑞
= (𝑝0 + 𝑞0) + 𝒊(𝑝1 + 𝑞1) + 𝒋(𝑝2 + 𝑞2)
+ 𝒌(𝑝3 + 𝑞3).  
( 3 ) 




Dengancara yang sama, operasipenguranganpada 
bilangan quaternion 
𝑝 − 𝑞
= (𝑝0 − 𝑞0) + 𝒊(𝑝1 − 𝑞1) + 𝒋(𝑝2 − 𝑞2)
+ 𝒌(𝑝3 − 𝑞3).  
( 4 ) 
 
Selanjutnya,operasi perkalian 𝑝 dan 𝑞 dilakukan 
berdasarkan perkalian polinom yaitu 
𝑝𝑞 
= (𝑝0 + 𝒊𝑝1 + 𝒋𝑝2 + 𝒌𝑝3)(𝑞0 + 𝒊𝑞1
+ 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3) 
= 𝑝0𝑞0 − (𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3)
+ 𝑝0(𝒊𝑞1 + 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3) 
+𝑞0(𝒊𝑝1 + 𝒋𝑝2 + 𝒌𝑝3)
+ 𝒊(𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2) + 𝒋(𝑝1𝑞3 − 𝑝3𝑞1)
+ 𝒌(𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1) 














( 5 ) 
dimana 𝒑. 𝒒 = (𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3) adalah hasil 
kali titik (dot product) dan 𝒑 × 𝒒 = 𝒊(𝑝2𝑞3 −
𝑝3𝑞2) + 𝒋(𝑝1𝑞3 − 𝑝3𝑞1) + 𝒌(𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1).Hasil 
perkalian𝑝𝑞 dengan 𝑞𝑝 tidak selalu sama, ini 
karena perkalian silang dari 𝒑 dan 𝒒 tidak 
komutatif. Sehinggadapatdikatakanbahwa𝑝𝑞 = 𝑞𝑝 
jika dan hanya jika 𝑝0 = 𝑞0 dan 𝒑 = 𝒒. 
Definisi 2.1.Untuksebarang𝑝 ∈ ℍ  dengan 𝑝 =
𝑝0 + 𝒊𝑝1 + 𝒋𝑝2 + 𝒌𝑝3 dimana 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ∈ ℝ, 
konjugasi dari 𝑝 adalah 
 ?̅? = 𝑝0 + 𝒊𝑝1 + 𝒋𝑝2 + 𝒌𝑝3 
= 𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3. 
( 6 ) 
 
Berdasarkanpersamaan(6) dapat dipahami bahwa 
konjugasi dari 𝑝 merupakan perubahan tanda pada 
bagian imajiner sedangkan bagian riil tidak 
berubah tanda. Hasil perkaliankonjugasi 
quaternion adalahsuatu anti-involusi, 
halinidapatditunjukkanbahwa 
(𝑝𝑞̅̅ ̅ = ?̅??̅?)yaitu 
?̅??̅? = (𝑞0 − 𝒊𝑞1 − 𝒋𝑞2 − 𝒌𝑞3) 
(𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3) 
= 𝑞0(𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3) 
−𝒊𝑞1(𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3) 
−𝒋𝑞2(𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3) 
−𝒌𝑞3(𝑝0 − 𝒊𝑝1 − 𝒋𝑝2 − 𝒌𝑝3) 
= 𝑝0𝑞0 − 𝒑. 𝒒 − 𝑞0𝒑 − 𝑝0𝒒 − 𝒑 × 𝒒.   
( 7 ) 
 






2  ( 8 ) 
 
Dekomposisi quaternion 
Misalkan𝑞 = 𝑞0 + 𝒊𝑞1 + 𝒋𝑞2 + 𝒌𝑞3, maka𝑞 dapat 
didekomposisi menjadi 
𝑞 = 𝑞+ + 𝑞− =
1
2
(𝑞 + 𝒊𝑞𝒋) +
1
2
(𝑞 − 𝒊𝑞𝒋),dari 
dekomposisi ini sehingga 
𝑞± = {𝑞0 ± 𝑞3 + 𝒊(𝑞1 ∓ 𝑞2)}
1±𝒌
2
).                                       ( 9 )
 
Selanjutnya, sebagai pengantar 
quaternion dan pengenalan quaternion khususnya 
untuk tingkat mahasiswa strata 1, maka pada 
paper ini akan diperkenalkan representasi 
quaternion menggunakan matriks (2 × 2). 
 
II. METODE PENELITIAN 
A. Tahap Studi Literatur  
Pada tahap ini dilakukan identifikasi 
permasalahan dengan mencari referensi yang 
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai 
masalah kestabilan sangat membantu dalam 
penyelesaian model tersebut.  
B. Tahap Rancangan Penelitian 
Penentuan nilai ketidakteraturan graf series 
parallel dilakukan dengan menentukan batas 
bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas 
bawah dianalisis berdasarkan sifat-sifat graf dan 
teorema pendukung lainnya, sedangkan batas atas 
dianalisis dengan pemberian label sisi pada series 
parallel.Jika batas bawah sama dengan batas atas 
maka diperoleh nilai ketidakteraturan yang eksak. 
 
C. Tahap Kesimpulan 
Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model 
yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari 
simulasi.  
 
III. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Representasi quaternion dalam bentuk 
matriks dibedakan menjadi dua bagian yaitu 
menggunakan matriks 2 × 2 dan matriks 4 × 4. 
A. Reperesentasi dalam bentuk matriks 𝟐 × 𝟐 
Definisi.  
Misalkan 𝑞 ∈ ℍ, representasi q menggunakan 
matriks 2 × 2  didefinisikan dengan 
 
𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1 + 𝑗𝑞2 + 𝑘𝑞3 ↔ ℳ𝑞(ℂ) 
= 𝑞0𝜎0 + 𝑞1𝜎1 + 𝑞2𝜎2 + 𝑞3𝜎3 
   
 = (
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞3 + 𝑞4𝑖
−𝑞3 + 𝑞4𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
) 
( 10 ) 
 
Dimana 𝜎0 adalah matriks identitas 2 × 2 dan 













( 11 ) 











































2 = −𝜎0. Selanjutnya, dapat diperhatikan pula 
bahwa, 



























Dari fakta ini, dipahami bahwa perkalian matriks 
tidak memenuhi sifat komutatif perkalian yang 
bersesuaian dengan perkalian bilangan quaternion. 
Dengan cara yang sama, dengan mudah dapat 
ditunjukkan bahwa, 
𝜎2𝜎3 = 𝜎1 = −𝜎3𝜎2,    𝜎3𝜎1 = 𝜎2 = −𝜎1𝜎3 
Teorema: 
Misalkan ℳ𝑞(ℂ) = 𝑞0𝜎0 + 𝑞1𝜎1 + 𝑞2𝜎2 +
𝑞3𝜎3 = (
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
−𝑞2 + 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
), maka nilai 
mutlak 𝑞 adalah determinan dari matriks ℳ𝑞(ℂ). 
Bukti.  
|𝑞| = √det (ℳ𝑞(ℂ)) 
= √|(
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
−𝑞3 + 𝑞4𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
)| 








Misalkan ℳ𝑞(ℂ) = (
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
−𝑞2 + 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
), 




𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖





𝑞0 + 𝑞1𝑖 −𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 + 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
) 
= (
𝑞0 − 𝑞1𝑖 −𝑞2 − 𝑞3𝑖





) − 𝑞1 (
𝑖 0
0 −𝑖








= 𝑞0 − 𝑖𝑞1 − 𝑗𝑞2 − 𝑘𝑞3 
Teorema 3 
Misalkan ℳ𝑞(ℂ) = (
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
−𝑞2 + 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
) dan 
ℳ𝑝(ℂ) = (
𝑝0 + 𝑝1𝑖 𝑝2 + 𝑝3𝑖
−𝑝2 + 𝑝3𝑖 𝑝0 − 𝑝1𝑖
) 
Perkalian ℳ𝑞(ℂ) dan ℳ𝑝(ℂ) dirumuskan dengan 
 
𝑞 = ℳ𝑝(ℂ)ℳ𝑞(ℂ) 
= (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3)𝜎0
+ ((𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2)𝜎1
+ (𝑝0𝑞2 − 𝑝1𝑞3 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1)𝜎2
+ (−𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 + 𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2)𝜎3) 





𝑝0 + 𝑝1𝑖 𝑝2 + 𝑝3𝑖
−𝑝2 + 𝑝3𝑖 𝑝0 − 𝑝1𝑖
) (
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
−𝑞2 + 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖
) 
 
Untuk menyederhanakan penulisan, dimisalkan. 
 
𝑢11 = (𝑝0 + 𝑝1𝑖)(𝑞0 + 𝑞1𝑖) + 
(𝑝2 + 𝑝3𝑖)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) 
𝑢12 = (𝑝0 + 𝑝1𝑖)(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 
(𝑝2 + 𝑝3𝑖)(𝑞0 − 𝑞1𝑖) 
𝑢21 = (−𝑝2 + 𝑝3𝑖)(𝑞0 + 𝑞1𝑖) + 
(𝑝0 − 𝑝1𝑖)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) 
𝑢22 = (−𝑝2 + 𝑝3𝑖)(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 
(𝑝0 − 𝑝1𝑖)(𝑞0 − 𝑞1𝑖) 
( 13 ) 
 





Selanjutnya, dengan memperhatikan setiap elemen 
matriks 𝑢11, 𝑢12, 𝑢21, 𝑢22 dijabarkan dengan cara 
sebagai berikut, 
𝑢11
= (𝑝0 + 𝑝1𝑖)(𝑞0 + 𝑞1𝑖) + (𝑝2 + 𝑝3𝑖)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) 
= 𝑝0𝑞0 + 𝑝0𝑞1𝑖 + 𝑝1𝑖𝑞0 + 𝑝1𝑖𝑞1𝑖 + 𝑝2(−𝑞2)
+ 𝑝2𝑞3𝑖 + 𝑝3𝑖(−𝑞2) + 𝑝3𝑖𝑞3𝑖 
= (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3)
+ (𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2)𝑖 
 
𝑢12
= 𝑝0(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 𝑝1𝑖(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 𝑝2(𝑞0 − 𝑞1𝑖)
+ 𝑝3𝑖(𝑞0 − 𝑞1𝑖) 
= 𝑝0𝑞2 + 𝑝0𝑞3𝑖 + 𝑝1𝑖𝑞2 + 𝑝1𝑖𝑞3𝑖 + 𝑝2𝑞0
+ 𝑝2(−𝑞1𝑖) + 𝑝3𝑖𝑞0 + 𝑝3𝑖(−𝑞1𝑖) 
= (𝑝0𝑞2 − 𝑝1𝑞3 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1)
+ (𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0) 
𝑢21
= (−𝑝2 + 𝑝3𝑖)(𝑞0 + 𝑞1𝑖)
+ (𝑝0 − 𝑝1𝑖)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) 
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= −𝑝2(𝑞0 + 𝑞1𝑖) + 𝑝3𝑖(𝑞0 + 𝑞1𝑖)
+ (𝑝0)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) + (−𝑝1𝑖)(−𝑞2 + 𝑞3𝑖) 
= −𝑝2𝑞0 + (−𝑝2)𝑞1𝑖 + 𝑝3𝑖𝑞0 + 𝑝3𝑖𝑞1𝑖
+ 𝑝0(−𝑞2) + 𝑝0𝑞3𝑖 + (−𝑝1𝑖)(−𝑞2) + (−𝑝1𝑖)𝑞3𝑖 
= (−𝑝2𝑞0 − 𝑝3𝑞1 − 𝑝0𝑞2 + 𝑝1𝑞3)
+ (−𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 + 𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2) 
 
𝑢22
= (−𝑝2 + 𝑝3𝑖)(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + (𝑝0 − 𝑝1𝑖)(𝑞0 − 𝑞1𝑖) 
= −𝑝2(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 𝑝3𝑖(𝑞2 + 𝑞3𝑖) + 𝑝0(𝑞0 − 𝑞1𝑖)
+ (−𝑝1𝑖)(𝑞0 − 𝑞1𝑖) 
= −𝑝2𝑞2 + (−𝑝2)𝑞3𝑖 + 𝑝3𝑖𝑞2 + 𝑝3𝑖𝑞3𝑖 + 𝑝0𝑞0
− 𝑝0𝑞1𝑖 + (−𝑝1𝑖)𝑞0 − (−𝑝1𝑖)𝑞1𝑖 
= (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3) + (−𝑝0𝑞1
− 𝑝1𝑞0 − 𝑝2𝑞3 + 𝑝3𝑞2)𝑖 
 
Setiap unsur quaternion dari setiap elemen di  
atas adalah 
𝑎 = (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3) 
𝑏 = (𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2) 
𝑐 = (𝑝0𝑞2 − 𝑝1𝑞3 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1) 
𝑑 = (−𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 + 𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2) 
Sehingga hasil perkalian quaternion 𝑝 dan 𝑞 
dirumuskan kembali menjadi, 
𝑝𝑞 = ℳ𝑝(ℂ)ℳ𝑞(ℂ)
= (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3)𝜎0
+ ((𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2)𝜎1
+ (𝑝0𝑞2 − 𝑝1𝑞3 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1)𝜎2
+ (−𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 + 𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2)𝜎3). 
Dengan demikian teorema terbukti. 
 
IV. KESIMPULAN 
Berdasarkan pembahasan di atas maka dapat 
dipahami bahwa aturan operasi quaternion dalam 
bentuk matrik tidak berbeda dengan aturan 
perkalian bilangan kompleks atau bilangan real. 
Dan representasi quaternion dalam bentuk matriks 
merupakan salah cara untuk memperkenalkan 
quaternion, tentunya dengan tujuan suapaya 
quaternion dapat dipahami oleh seluruh pembaca 
yang tertarik untuk mengetahui dan mengkaji 
lebih jauh tentang quaternion. 
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